ЛОГИКА ВЫСКАЗЫВАНИЙ
Высказывания. Понятие «высказывание» первично. Под высказыванием в логике понимают повествовательное пред​ложение, о котором можно сказать, истинно оно или ложно. Любое высказывание либо истинно, либо ложно, и никакое высказывание не является одновременно истин​ным и ложным.
Примеры высказываний: «0<1», «2-3=6», «5 есть четное число», «1 есть простое число». Истинностное зна​чение первых двух высказываний — «истина», истинностное значение последних двух —«ложь».

В дальнейшем будем понимать под значением выска​зывания его истинностное значение («истина» или «ложь»). Высказывания будем обозначать прописными латинскими буквами, а их значения, т. е. «истина» или «ложь» — соот​ветственно буквами И и Л.

Логические операции над высказываниями. Из элемен​тарных высказываний с помощью логических операций можно получать новые, более сложные высказывания. Истинностное значение сложного высказывания зависит от истинностных значений высказываний, составляющих сложное высказывание. Эта зависимость устанавливается в данных ниже определениях и отражается в истинностных  таблицах. В левых столбцах этих таблиц размещаются всевозможные распределения истинностных значений для высказываний, непосредственно составляющих рассматри​ваемое сложное высказывание. В правом столбце пишут истинностные значения сложного высказывания соответст​венно распределениям в каждой строке.

Пусть А и В — произвольные высказывания, относи​тельно которых мы не предполагаем, что известны их истинностные значения. Отрицанием высказывания А назы​вается новое высказывание, истинное тогда и только тогда, когда А ложно. Отрицание А обозначается через ( А и читается «не А» или «неверно, что А». Операция отрица​ния полностью определяется истинностной таблицей
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Пример. Высказывание «неверно, что 5 — четное число», имеющее значение И, есть отрицание ложного высказыва​ния «5 — четное число».

С помощью операции конъюнкции из двух высказываний получается одно сложное высказывание, обозначаемое A ( В. По определению, высказывание A ( В истинно тогда и только тогда, когда оба высказывания истинны. Высказы​вания A и В называются соответственно первым и вторым членами, конъюнкции A ( В. Запись «A ( B» читается как «A и B». Истинностная таблица для конъюнкции имеет вид
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Пример. Высказывание «7 — простое число и 6 — нечет​ное число» ложно, как конъюнкция двух высказываний, одно из которых ложно.

Дизъюнкцией двух высказываний А и В называется высказывание, обозначаемое A ( В, истинное в том и только в том случае, когда хотя бы одно из высказываний A и В истинно. Соответственно этому высказывание А ( В ложно в том и только том случае, когда и A и В оба ложны. Высказывания A и В называются соответственно первым и вторым членами дизъюнкции A ( В. Читается запись A ( В как «A или В». Дизъ​юнкция имеет следующую истинностную таблицу:

	А

	В

	A ( В


	И И Л
Л

	И
Л И Л

	И
И
И
Л



Пример. Высказывание «3 < 8 или 5 < 2», являю​щееся дизъюнкцией двух высказываний, одно из которых истинно, имеет значение И.
Высказывание, обозначаемое A → В, ложное в том и только в том случае, когда A истинно, а В ложно, назы​вается импликацией с посылкой A и заключением В. Высказывание A → В читается как «если A, то B», или «A влечет B», или «из A следует В». Истинностная таблица для импликации такова:
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Отметим, что между посылкой и заключением могут отсутствовать причинно-следственные связи, но это не может повлиять на истинность или ложность импликации. Например, высказывание «если 5 —простое число, то бис​сектриса равностороннего треугольника является медианой» будет истинным, хотя в обычном понимании второе не следует из первого. Истинным также будет высказывание «если 24 – 2 = 5, то 6 + 3 = 9», поскольку истинно его зак​лючение. При данном определении, если заключение истинно, импликация будет истинной независимо от истинностного значения посылки. В том случае, когда ложна посылка, импликация будет истинна независимо от истинностного значения заключения. Эти обстоятельства кратко форму​лируют так: «истина следует из чего угодно», «из ложного следует все, что угодно».

Высказывание, обозначаемое через А ↔ В, истинное в том и только в том случае, когда A и В имеют одно и то же истинностное значение, называется эквиваленцией. Высказывание А ↔ В читается как «А тогда и только тогда, когда B», или «А эквивалентно В», или «A необходимо и достаточно для В». Истинностная таблица для эквиваленции имеет вид:
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Пример. Высказывание «2 > 5 тогда и только тогда, когда 3 + 0 = 4» истинно, как эквиваленция двух ложных высказываний.

Формулы логики высказываний.  Для обозначения высказываний будем использовать малые буквы конца латинского алфавита (возможно, с индексами) р, q, r, ..., p1, q1, r1, ... Истинностное значение высказываний предпола​гаем неизвестным. Будем называть их элементарными формулами или атомами.
Под формулой логики высказываний будем понимать набор атомов, объединенных знаками логических операций ((, (, (, →, ↔) и скобками.
Например, выражения p, ( q, (r ( s) → t, (p ( (( p)) ↔ (p → q) являются формулами логики высказываний.

Обозначать произвольные формулы логики высказыва​ний будем заглавными буквами латинского алфавита (воз​можно, с индексами): А, В, С,... , A1, B1, C1,... При этом не исключено, что одна и та же формула может быть обозначена различными буквами.

Упорядочим знаки логических операций в порядке возрастания приоритета: ↔, →, (, (, (. Действия выполняются в порядке убывания приоритета, а скобки расставляются в порядке возрастания, как с арифметическими действиями (у умножения и деления приоритет более высок, чем у сложения и вычитания).

Пример. В формуле ( (A → B) опускание скобок невозможно в силу более высокого приоритета (. А в формуле A → (B → C) – невозможно, так как действия одного приоритета выполняются в порядке следования слева направо. 
Законы логики. Существуют формулы, которые при​нимают значение И независимо от того, какие значения принимают входящие в них атомы. Например,

А ( ( A, A → A, (A → В) ( (В → А), A → (B → A).

Такие формулы играют особую роль в логике. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Формула логики высказываний, которая принимает значение «истина» при любом распределе​нии значений входящих в эту формулу атомов, называется тождественно истинной формулой, тавтологией или зако​ном логики.
Существуют формулы, которые принимают значение «ложь» независимо от того, какие значения принимают входящие в них атомы. Например,
А ( ( A, (А ( ( A) →  (А ( ( A).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Формула логики высказываний, при​нимающая значение «ложь» при любом распределении зна​чений входящих в эту формулу атомов, называется тож​дественно ложной формулой или противоречием.
Легко убедиться, что если A — противоречие, то ( A будет тавтологией, и наоборот. Например, формула р ( ( р тождественно ложна, а ( (р ( ( р) – тавтология.

Существуют формулы, которые принимают как значе​ние И, так и значение Л в зависимости от того, какие значения принимают входящие в них атомы. Например.

A ( A, А → В, А ( В → В ( С.
Запись ╞ A означает, что формула A есть тавтология, например, ╞ А ( ( A. Этот закон носит название закона исключенного третьего.

Если А и (А → В) — тавтологии, то В — тавтология.

Часто встречающиеся законы логики. Следующие формулы, являются тавто​логиями:

	Тавтологические импликации:


	р ( (p → q) → q

	— закон заключения;


	р ( q → p 
р ( q → q
	}
	—законы удаления конъюнкции;


	р → р( q

q → p( q
	}
	—законы введения дизъюнкции;

	(р( q) (( q → p
	— закон удаления дизъ​юнкции


	р →( ( р 
	—закон введения двойного отрицания


	( ( р → р 
	—закон удаления двой​ного отрицания;

	(p → q) ( (q → p) → (p ↔ q)
	—закон введения эквиваленции;


	(p ↔ q) → (p → q)
(p ↔ q) → (q → p)
	}
	— законы удаления экви​валенции;


	(p → q) → (( q →( p)
	— закон контрапозиции;


	(( p → q) ( (( p → ( q) → p
	— закон доказательства от противного;


	(p → q) ( ( q → r) → (p → r)
	—закон силлогизма;

	(p → r) ( ( q → r) → (p ( q → r)
	—закон, сложения посылок;


	(p → q) ( ( p → r) → (p  → q ( r)
	—закон умножения за​ключений;


	(p ↔ q) ( ( q ↔ r) → (p ↔ r)

	— закон транзитивности эквиваленции.

	Тавтологические эквиваленции:

	p ↔ p 
	—закон тождества;


	p ( p ↔ p 
	— закон идемпотентно​сти конъюнкции;

	p (  p ↔ p 
	— закон идемпотентно​сти дизъюнкции;


	р ( q  ↔ q ( p 
	— закон коммутативно​сти конъюнкции;

	р ( q  ↔ q ( p 

	— закон коммутативно​сти дизъюнкции;


	р ( (q ( r) ↔ (р ( q) ( r
	— закон ассоциативности
конъюнкции;

	р ( (q ( r) ↔ (р ( q) ( r 
	—закон ассоциативности дизъюнкции;


	р ( (q ( r) ↔ (р ( q) ( (p ( r) 
	—закон дистрибутивности конъюнкции отно​сительно дизъюнкции;
​


	р ( (q ( r) ↔ (р ( q) ( (p ( r) 
	— закон дистрибутивно​сти дизъюнкции отно​сительно конъюнкции;

	( ( р ↔ р 
	— закон двойного отрицания;

	(p ↔ q) ↔ (q ↔ p)
	— закон коммутативности эквиваленции;

	(p → q) ↔ (( q → ( p) 
	— закон контрапозиции;


	( (р ( q)  ↔ (( р (( q) 
	—закон отрицания дизъ​юнкции;

	( (р ( q)  ↔ (( р ( ( q) 
	—закон отрицания конъюнкции;

	(p ↔ q) ↔ (( p ↔( q)
	—закон противоположности;

	p →  ( q → r) ↔ q → (p → r)
	—закон перестановки посылок.


Тавтологии, выражающие одни операции через другие:

p → q ↔( р ( q;
p → q ↔( (р (( q); 
р ( q ↔( p → q;
р ( q ↔( (( р ( ( q);
р ( q ↔( (p → ( q); 
р ( q ↔( (( р ( ( q); 
(р ↔ q) ↔ (p → q) ( (q → p). 
Чтобы доказать, что каждая из приведенных формул является тавтологией, надо применить метод истинно​стных таблиц, т. е. составить для каждой формулы истинностную таблицу и убедиться, что в каждой строке крайнего правого столбца стоит буква И.

Рассмотрим, к примеру, закон силлогизма:
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Заметим, что на основании законов ассоциативности можно раскрывать скобки, посредством которых осуществля​ется группировка членов многочленных конъюнкций и дизъюнкций. Из закона двойного отрицания следует, что при желании всегда можно избежать двух подряд стоящих знаков «(» и более.

Упражнения
1. Составьте таблицу истинности для каждой из формул
(а) p → q ↔( р ( q;          (c) r → (r → q);
(b) p → ( (q ( r);              (d) (р (  q) → (s (( s → p ( s).
2. Что можно сказать об истинностном значении высказывания ( A ( B ↔ A ( B, если значение высказывания А → В есть Л?
3. Докажите, что законы логики являются тавтологиями.
4. Пусть С — формула, в которой выделено некоторое вхождение формулы  А, а С'—формула, полученная из С заменой этого вхож​дения формулы А на формулу В. Докажите, что если А ↔ В — тавтология, то С ↔ С' — тоже тавтология.
5. Сколько строк имеет истинностная таблица для формулы логики высказываний, имеющей п различных атомов?
6. Пусть формула A построена из атомов p1, ..., рn только с помощью знаков (, (, (, а формула А* получена из А заменой каждого вхождения символа ( символом ( и наоборот и заменой каждого вхождения рi вхождением ( рi и наоборот. Докажите, что формула ( А ↔ А* — тавтология.
7. Докажите, что следующие формулы являются тавтологиями;
(а) (А ( В) → С  ↔ А → (В → С);
(b) (А ( В) → С  ↔  (А (( С) →( В;
(с) ( (A → В) ↔ A (( В;
(d) (A → В) (( В →( A;
(е) A → (( A → В);
(f) A → (В → A);
(g) (( A → A) →  A ;
(h) (A → В) → (А ( С → В ( С);
(i) (A → В) (  (C → D) → (А ( С → В ( D);
(k) (A → В) ( (C → D) → (А ( С → В ( D);
(l) ( (А  ↔ В) ↔ (( (A → В) ( ( (B → А)).
8. Докажите, что никакая формула логики высказываний, при построении которой используются только знаки логических операций (, (, не является ни тавтологией, ни противоречием.
КВАНТОРЫ
Рассмотрим новые операции, которые применяются к предикатам или высказываниям и дают в результате их применения предикаты или высказывания. Эти операции выражают утверждения общности или существования.

Квантор общности. Пусть А (х) — высказывание, содержащее переменную х, например, «x > 0». A (x) принимает значение И или Л в зависимости от значения x, например, для x = 2 A (x) = И. Под выражением (xA (x) будем подразумевать высказывание, истинное, если А (х) прини​мает значение И для всех допустимых значений перемен​ной х. Высказывание (xA (x) уже не зависит от х. Символ (, приписываемый слева к высказыванию А (х), называется квантором общности по перемен​ной х и читается так: «для любого x выполняется». 
Квантор существования. Для квантора существования употребляется символ (х, приписываемый слева к высказыванию. Пусть А (х) — высказывание, содержащее переменную х. Под выражением (хА (х) будем подразумевать высказывание, истинное, если А (х) прини​мает значение И хотя бы для одного из допустимых зна​чений переменной х. 
Символ (х называется квантором существования по переменной х и читается так: «существует х такое, что», или: «хотя бы при одном х имеет место».

Применение к предикату одного или нескольких кван​торов (общности, существования) называется квантификацией.
Запись высказываний с помощью кванторов. Рас​смотрим четыре основных типа высказываний, часто встре​чающихся в математике. В символической записи этих высказываний исполь​зуются кванторы.

Пусть А (х) — обозначение высказывания «x — нечетное число», а В (х)— обозначение высказывания «х— простое число», где х— целочисленная переменная.

1. Высказывание «Всякое нечетное число является про​стым числом» можно переформулировать следующим обра​зом: «Для всякого х, если х — нечетное, то x — простое число». Теперь ясно, что это высказывание на языке логики высказываний запишется так:   

(х (А (х) → В (х)).
2. Высказывание «Никакое нечетное число не является простым числом», или «Для всякого х, если x — нечетное, то х не является простым», в символической форме запи​шется так:

(х (А (х) →( В (х)).
Заметим, что истинностное значение высказывания в наших рассуждениях не играет роли.

3. Следующий тип высказывания: «Некоторые нечетные числа — простые». Суть его в том, что существует такое х, которое одновременно является и нечетным числом, и про​стым. Поэтому высказывание третьего типа на языке ло​гики предикатов запишется в виде

(х (А (х) ( В (х)).

Эта последняя запись не эквивалентна записи 
(х (А (х) → В (х)),
которая выражает совсем не тот смысл, что исходное вы​сказывание.

4. К четвертому типу относится высказывание «Неко​торые нечетные числа не являются простыми». Это выска​зывание записывается так:
(х (А (х) ( ( В (х)).

Рассмотренные примеры показывают, как любое выска​зывание, относящееся к одному из четырех основных типов, можно записать в символической форме.

В дальнейшем иногда для высказывания «Существует положительное х такое, что A (х)» вместо символической записи

(х (x > 0 ( А (х))

будет употребляться более короткая запись ((х > 0) А (х). Аналогично, для высказывания «Для всякого положитель​ного х имеет место А (x)» вместо записи
(х (x > 0 → А (х))

будет употребляться запись ((х > 0) А (х).
Упражнения
1. Запишите на языке логики высказываний следующие высказы​вания:
(a) Некоторые действительные числа являются, рациональными,
(b) Ни одно простое число не является точным квадратом.
(c) Некоторые четные числа не делятся на 8.
(d) Всякое число, кратное 6, делится на 3.
2. Пусть Р (х) обозначает «x — простое число», Q (x) — четное число», R (х) — «х — целое число», D (х, у) — «х делит y». Сформули​руйте словами следующие высказывания, записанные с помощью кванторов. Отметьте, какие из них истинные и какие ложные:
(a) (х Р (х) →( Q (x);
(b) (х (( Р (х) → (y (Р (у) →( D (х, у)));
(c) (х (Q (х) → (y (D (х, y) → Q (y))); 
(d) (х(у (R (х) ( R (y) → D (x, у));
(e) (y(х (R (x) ( R (y) → D (x, y));
(f) (x(y (R (x) ( R (y) → D (x, y)).
3. Используя логические символы, запишите следующие выска​зывания:
(a) Числа 5 и 12 не имеют общих делителей, отличных от  + 1 и - 1.
(b) Натуральное число, делящееся на 6, делится на 2 и на 3.
(c) Для любого целого числа х существует такое целое число у, что х = 2у или х = 2у + 1.
(d) Для любого натурального числа существует натуральное число, которое больше него.
(e) Существует наименьшее натуральное число. 
(f) Система уравнений x + y = 0, x + y = 1 не имеет решений (не​совместна).
(g) Не существует такого рационального числа х, что х2 - 2 = 0. 
(h) Для всяких целых х и z существует целое число у такое, что х + у = z.

(i) Для любых двух рациональных чисел х и у существует рациональное число z такое, что х < z и z < у.
4. Выясните, имеют ли место следующие равносильности для любых высказываний Р (х, у), Q  (х), r (x). Если нет, то приведите при​меры высказываний, подтверждающие это:
(a) (х(yP (x, у) ≡ (y(хP (х, у);
(b) (х(yP(x, у) ≡ (y(хP (х, у);
(c) (х (R (х) ( Q (х))  ≡ (хR (х) ( (хQ (х);
(d) (x (R (х) ( Q (х))  ≡ (xR (х) ( (xQ (х);
(e) (х(y (R (х) ( Q (у)) ≡ (хR (х) ( (хQ (x);
(f) (хQ (x)→ (xR (х) ≡ (x (Q (х) → R (х)); 
(g) (xR (х) ( (хQ (х) ≡ (x (R (х) → Q (х));
(h) (х (R (х) → Q (х)) ≡ (хR (х) → (х Q (х).
МНОЖЕСТВА
Понятие множества. Понятие множества — одно из ос​новных понятий математики. Под множеством понимают со​вокупность объектов (предметов или понятий), которая рас​сматривается как одно целое. Например, можно говорить о множестве всех натуральных чисел, о множестве букв на дан​ной странице, о множестве корней данного уравнения и т. п. Объекты, входящие в состав множества, называются его элементами. Понятие множества принимается как исходное, первичное, т.е. не сводимое к другим понятиям.

Утверждения «Объект а есть элемент множества A», «Объект а принадлежит множеству A», которые имеют один и тот же смысл, сокращенно записывают в виде a ( А.
Если элемент а не принадлежит множеству A, то пи​шут а ( А.
Символ ( называется знаком принадлежности.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Два множества А и В называют рав​ными и пишут А = В, если A и В содержат одни и те же элементы.

Таким образом, множества A и В  равны, если для лю​бого х х ( А тогда и только тогда, когда х ( В. 

Часто множество обозначается его элементами, заклю​ченными в фигурные скобки. Так, например, множество, состоящее из элементов а, b, с, обозначается {а, b, с}. Мно​жество, состоящее из элементов а1, а2, …, an обозначается {а1, а2, …, an}.
Множества {1, 2, 3} и {3, 1, 2, 1} равны, так как каждый элемент первого множества принадлежит второму множеству и наоборот. Они оба состоят из трех элементов. Обыч​но используют запись {1, 2, 3}.

Множество может состоять из одного элемента. Необхо​димо различать элемент а и множество {а}, содержащее только один элемент а, хотя бы потому, что допускаются множества, элементы которых сами суть множества. На​пример, множество а = {2, 1} состоит из двух элементов 2 и 1 , множество {а} состоит из одного элемента а, который сам является двухэлементным множеством.

Подмножества.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество А называется подмноже​ством множества В, если каждый элемент множества А принадлежит множеству В.
Если A есть подмножество множества В, то говорят также, что А содержится в В, и пишут А ( В. Символ ( называется знаком включения. Согласно определению,

А ( В ↔ (для каждого х, х ( А → х ( В).
В теории множеств принимается следующий принцип выделения подмножеств данного множества: для любого множества А и определенного свойства (утверждения) Р (х), имеющего смысл для всех элементов множества А (т.е. такого, что для любого х из A Р (х) либо истинно, либо ложно), существует множество, состоя​щее из тех элементов множества A, для кото​рых Р (х) истинно.
Это множество обозначают так:

{х( А (Р (x) истинно}, или, короче, {х( А (Р (x)}. Последняя запись читается так: «множество таких х из A, что Р (х) истинно» или «множество таких х из А, что верно Р (х)». 
Пустое множество. Введем новое важное понятие,

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пустым множеством.
Таким образом, множество A называют пустым, если для любого х х ( А. Такое множество единственно. В са​мом деле, если С и D — пустые множества, то для каж​дого х верна эквивалентность x( C ↔ x( D, так как оба ее члена ложны. Согласно определению равенства множеств отсюда следует, что C = D.
Единственное пустое множество обозначается симво​лом (. Таким образом, для каждого х х ( (.
Пустое множество является подмножеством любого множества.
Операции над множествами. Рассмотрим операции над множествами, с помощью которых можно получать из любых двух множеств новые множества.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Объединением множеств А и В на​зывается множество, состоящее из тех и только тех эле​ментов, которые принадлежат хотя бы одному из множеств А и В.
Такое множество всегда существует. Это единственное множество, объединение множеств А и В, обозначается А ( В. Таким образом, по определению,

А ( В = {х ( х( А ( х( В}. Следовательно, для произвольного х верна эквивалентность

x( A ( B ↔ x( A ( x( B.
Из определения объединения множеств следует также, что А ( A ( B и В ( A ( B .
Пример. Если A ={1, 9, 18} и B ={1, 5, 9}, то А ( В = {1, 5, 9, 18}.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пересечением, множеств А и В назы​вается множество, состоящее из тех и только тех элемен​тов, которые принадлежат как множеству А, так и мно​жеству В.
Для любых двух множеств А и В существует единст​венное множество, являющееся их пересечением. Пересечение множеств А и В обозначается А ( В. Таким образом, по определению,

А ( В ={х ( х( А ( х( В}.
Следовательно, для произвольного х, верна эквивалентность x( A ( B ↔ x( A ( x( B.
Из определения пересечения множеств следует, что
A ( B ( A и A ( B ( B .
Пример. Если А = {1/2, 2/3, 5/6}, В = {1, 3/2, 1/2}, то A ( B = {1/2}.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Разностью множеств А и В назы​вается множество, элементами которого являются элементы множества А, не принадлежащие множеству В, и только они.

Для любых множеств А и В всегда существует такое множество, и притом единственное. Разность множеств А и В обозначается А \ В. Таким образом, по определению,

А \ В = {х (х ( А ( х( В }.
Следовательно, для любого х верна эквивалентность 
х ( А \ В ↔ х ( А ( х( В.
Пример. Если A = {6, 9, 12, 13}, В ={6, 9, 10}, то А \ В = {12, 13}.
Основные свойства операций над множествами. Для любых множеств А, В и С имеем:
	(1) A ( A = A  
	— идемпотентность объе​динения;

	(2) A ( A = A 
	— идемпотентность пере​сечения;

	(3) A ( B = B ( A 
	— коммутативность объединения;

	(4) A ( B = B ( A 
	— коммутативность пере​сечения;

	(5) A ( (B  ( C) = (A ( B) ( C 
	— ассоциативность объединения;

	(6) A ( (B ( C) = (A ( B) ( C 
	— ассоциативность пере​сечения;

	(7) A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C) 
	— дистрибутивность объе​динения относительно пересечения;

	(8) A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C) 

	— дистрибутивность пе​ресечения относительно объединения.


Универсальное множество. Дополнение множества. 
Всюду ниже буквы А, В, ... обозначают множества, содержащиеся в некотором фиксированном множестве, которое назовем универсальным и будем обозначать через U. Таким образом, мы считаем, что для каждого рассматри​ваемого . множества А имеем А ( U. Следовательно, для каждого множества А
A ( U = U, A ( U = A.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество U \ A называется допол​нением множества А и обозначается через А' .
Имеют место следующие тождества:
(A ( B)' = A' ( B'
(A ( B)' =  A' ( B'
Диаграммы Эйлера—Венна. Для графического изобра​жения множеств и их свойств используются так называ​емые диаграммы Эйлера, которые называются также диаграммами Венна. Множество изображается кругом на плоскости и мыслится как множество точек круга. Если изобразить кругами множества А и В, то множества А ( В и A ( B изобразятся заштрихованными областями (рис. 1 и 2). Множества А \ В и В \ А изобразятся соответственно на диаграммах (рис. 3 и 4). Отношение А ( В изображено на рис. 5.
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                Рис. 2                                     Рис. 3
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                Рис. 4                                                       Рис. 5
Универсальное множество U изображается множеством точек некоторого прямоугольника. Дополнение А' множе​ства А до U изображается на рис. 6 той (заштрихованной) частью прямоугольника,
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Рис. 6
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А \ В = А ( В'
Рис. 7

которая находится за пределами круга, изображающего множество А. Равенство А \ В = А ( В' иллюстрируется на рис. 7.

Упражнения 
1. Докажите следующие тождества:

	(a) А \ В = А ( В';
	(d) B ( (А \ В) = (;

	(b) А \ (А \ В) = А ( В;
	(e) А \ (B ( C) = (А \ В) ( (А \ C);

	(c) B ( (А \ В) = А ( В;
	(f) А \ (B ( C) = (А \ В) ( (А \ C).


Изобразите их с помощью диаграмм Эйлера—Венна.
2. Покажите на примерах, что не всегда верны следующие фор​мулы:
(а) (A ( B) \ В =  А; (b) (А \ В) ( В = А.
3. Докажите следующие утверждения:
(a) В (  А → (А \ В) ( В = А;
(b) А ( В ≡ А ( В = А;
(c) А ( В ≡ A ( B = A;
(d) А ( В = ( → (A ( B) \ В =  А;
(e) А ( В → А \ С ( В \ С;
(f) А ( В → А ( С ( В ( С;
(g) А ( В → А ( С ( В ( С;
(h) В (  А ( C = A \ B → A = B ( C;
(i) А ( В ( В ( С = ( → А ( С ( В ( С;
(k) С = A \ B → В ( С = (;
(l) А ( В → A \ B  ≠ (;
(m) В ( С = ( ( А ( С ≠ ( → A \ B  ≠ (;
(n) А ( С → А (  (В ( С) = (A ( B) ( С.
Проиллюстрируйте их с помощью диаграмм Эйлера—Венна. 
4. Докажите следующие равносильности:
(а.) A ( B = ( ≡ А = ( ( В = (;
(b) A \ B  = A ≡ В \ A = В;
(c) A ( B = A \ B ≡ В = (;
(d) A \ B = А ( В ≡ A = (;
(e) A ( B ( С ≡ A ( С ( В ( С;
(f) С ( А ( В ≡ С ( A ( С ( B;
(g) А ( В ( С ≡ A \ B ( С;
(h) А ( В = A ( B ≡ A = В;
(i) А ( В ( С ≡ A ( B = В ( С.
5. Пусть A и В — конечные множества. Докажите, что п (А ( В) = n (A) + n (B) – n (А ( В), где n (M)— число элементов множества M.
6. Докажите, что множество, состоящее из п элементов, имеет 2n  различных подмножеств.
7. Покажите, что при m < n множество, состоящее из п элемен​тов, имеет
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 различных m-элементных подмножеств (где m! = 1 ( 2 ( … m).
8. Пусть A (х) и В (х) — высказывания и U — область допустимых значений переменной x. Докажите, что тогда
{х (А (х) ( В (х)} = {х (А (х)} ( {х (В (х)};
{х (А (х) ( В (х)} ={х (А (х)} ( {х (В (х)};
{х (( А (х)} = U \ {х (А (х)} = {х (A (х)}';
{х (А (х) → В (х)} ={х (А (х)}' ( {х (В (х)};
{х (А (х) ↔ В (х)} = ({х (А (х)}' ( {х (В (х)}') ( ({х (А (х)} ( {х (В (х)}).

ЧИСЛОВЫЕ МНОЖЕСТВА
1. Натуральными числами называются числа 1, 2, 3, 4, 5, .... Натуральные числа используются для счета предметов или указания порядкового номера того или иного предмета среди однородных пред​метов. Множество всех натуральных чисел беско​нечно и обозначается (. ( = {1, 2, 3, …}.

Результатом сложения и умножения двух нату​ральных чисел всегда является число натураль​ное. Что же касается операций вычитания и деле​ния, то они не всегда выполнимы во множестве (. Например, разность 5 - 9 и частное 2 : 3 невозмож​но вычислить, не выходя за пределы множества (.

2. Целыми числами называются числа ... -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... . Множество всех целых чисел получается путем присоединения к натуральным числам числа 0 и отрицательных целых чисел. Обозначается множество всех целых чисел Z. Во множестве целых чисел, кроме операций сложения и умножения, всегда выполнима операция вычита​ния. Однако деление выполнимо не всегда. Напри​мер, частное (-2) : 3 невозможно вычислить, не выходя за пределы множества Z. По определению ( ( Z.
3. Рациональными числами называются числа вида   m−n   , где т — целое число, а n — натуральное. Например,  1−12−7; - 3−2;  1−5 .

В частности, может быть п = 1. В этом случае число имеет вид m−1  , что обычно записывают просто т. Таким образом, целые числа входят в состав рациональных. Выражение вида m−n  называют также обыкновенной дробью.
Любую обыкновенную дробь можно представить в виде бесконечной десятичной пе​риодической дроби.

Любая бесконечная десятичная пери​одическая дробь представляет собой рациональ​ное число.

Сумма, разность, произведение и частное любых двух рациональных чисел (случай, когда делитель равен нулю, исключается) всегда есть число раци​ональное. Множество всех рациональных чисел обозначается Q.

4. Иррациональными числами называются числа, которые представимы в виде десятичной неперио​дической дроби. Например, не существует рацио​нального числа, квадрат которого равен 2. Такое число, обозначаемое √2−, представляет собой беско​нечную десятичную непериодическую дробь. Число π, выражающее отношение длины окружности к диаметру, нельзя представить в виде обыкновенной дроби, это — иррациональное число. Множество всех иррациональных чисел обозначает​ся (. Очевидно, Q ( ( = (.
5. Множество действительных чисел — это мно​жество рациональных и иррациональных чисел. Множество всех действительных чисел обозначает​ся (. ( = Q ( (. Сумма, разность, произведение и частное любых двух действительных чисел всегда есть число действительное. (Случай, когда делитель равен нулю, исключается.)

Запись n ( ( означает, что n — число натураль​ное. Аналогично x ( ( означает, что х — число действительное. 
МНОЖЕСТВО КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ
В связи с развитием алгебры потребовалось ввести, кроме прежде известных положительных и отрицательных чисел, числа нового рода. Они называются комплексными.
Комплексное число имеет вид a + bi; здесь a и b — действитель​ные числа, а i — число нового рода, называемое мнимой единицей. Основное свойство числа i состоит в том, что произведение i · i равно -1, т. е.  i2 = –1.   
Множество комплексных чисел обозначается (. 
Очевидно, что действительные числа являются частным видом комп​лексных чисел (когда b = 0) ( ( (.

Действительные числа а назовем абсциссой комплексного числа a + bi; действительное число b —ординатой комплексного числа a + bi. 
Основные соглашения о комплексных числах. 1. Действительное число а записывается также в виде a + 0 · i (или a – 0· i), например,  запись 3 + 0 · i обозначает то же, что запись 3.

2. Комплексное число вида 0 + bi или bi называется чисто мнимым. 

3. Два комплексных числа a + bi, a' + b'i  считаются равными, если у них соответственно равны абсциссы и ординаты, т. е. если a = a', b = b'. 

Сложение комплексных чисел. Суммой комплексных чисел a + bi и a' + b'i  называют комплексное число (a + a') + (b + b') i. Это определение подсказывается правилами действий с обычными многочленами.

Пример. (–3 + 5i) + (4 – 8i) = l – 3i.

Два комплексных числа a + bi и a – bi называются со​пряженными. Сумма сопряженных комплексных чисел равна действи​тельному числу 2а. Комплексное число, сопряженное числу z ( (, обозначается z–.

Вычитание комплексных чисел. Разностью комплексных чисел a + bi и a' + b'i называется комплексное число (а – a')+ (b – b')i.
Пример. (–5 + 2i) – (3 – 5i)= – 8 + 7i.

Умножение комплексных чисел. Произведением комплексных чисел a + bi и a' + b'i называется комплексное число

(aa' – bb') + (ab' + ba') i
На практике нет нужды пользоваться данной форму​лой. Можно перемножать числа, как двучлены, учитывая, что i2 = –1.

Пример 1. (1 – 2i) (3 + 2i) = 3 – 6i + 2i – 4i2 = 3 – 6i + 2i + 4 = 7 – 4i.

Пример 2. (a + bi)(a – bi) = a2 + b2.
Пример 2 показывает, что произведение сопряженных комплексных чисел есть действительное и притом положительное число.

Деление комплексных чисел. Разделить комплексное число a + bi на комплексное число a' + b'i  —значит найти такое число x + yi, которое, будучи умноженным на делитель, даст делимое.

Если делитель не равен нулю, то деление всегда возможно и ча​стное единственно. На практике частное удобнее всего находить следующим образом.

Пример. Найти частное (7 – 4i) : (3 + 2i).

Домножим числитель и знаменатель дроби на число 3 – 2i, сопряженное со знаменателем 3 + 2i. Получаем:
	(7 – 4i) (3 – 2i)
	=
	13 – 26i
	= 1 – 2i.

	(3 + 2i) (3 – 2i)
	
	13
	


Геометрическое изображение комплексных чисел. Действительные числа можно изобразить точками прямой линии, как показано на рис. 2, где точка A изображает число 4, а точка В — число –5. Эти же числа можно изображать также отрезками ОА, 0В, учитывая не только их длину, но и направление.
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Рис. 2.
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Комплексные числа можно изобразить на «числовой плоскости». Для этого мы выбираем на плоскости прямоугольную систему коорди​нат с одним и тем же масштабом на обеих осях (рис. 3). Ком​плексное число a + bi мы изображаем точкой М, у которой абсцисса x равна абсциссе а комплексного числа, а ор​дината у равна ординате b комплексного числа. 
Действительные числа (в комплексной форме они имеют вид а + 0i) изображают точками оси OX, а чисто мнимые (вида 0 + bi)—точками оси Y.
Сопряженные комп​лексные числа изобража​ются парой точек, симметричных относительно оси абсцисс.

Комплексные числа можно изображать также отрезками («векторами»), начинающимися в точке O и оканчивающимися в соответствую​щей точке числовой плоскости. 
Замечание. Давая какому-либо отрезку наименование «вектор», мы подчеркиваем, что существенное значение имеет не только длина, но и направление отрезка. Два вектора считаются одинаковыми (равными) только в том случае, когда они имеют одинаковую длину и одно и то же направление.

Модуль и аргумент комплексного числа. Длина вектора, изображающего комплексное число, называется модулем этого комплексного числа. Модуль всякого комплексного чи​сла, не равного нулю, есть положительное число. Модуль комплексного числа a + bi обозначается |a + bi|  , a также буквой r. Из чертежа (рис. 5) видно, что

[image: image7]
Модуль действительного числа совпадает с его абсолютным значе​нием. Сопряженные комплексные числа a + bi и a – bi имеют один и тот же модуль.

Пример. Модуль комплексного числа 3 + 5i равен


[image: image8]
 Угол φ между положительным направлением оси абсцисс и век​тором ОМ, изображающим комплексное число a + bi, называется ар​гументом комплексного числа a + bi. На рис. 6 вектор ОМ изобра​жает комплексное число  –3 – 3i. Угол КОМ является аргументом этого комплексного числа.
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Рис. 5.
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Для числа 0 аргумент остается совершенно неопределенным. Каждое не равное нулю комплексное число  имеет бесчисленное множество аргументов, отличающихся друг от друга на целое число полных оборотов (т. е. на 360°k, где k — любое целое число). Так, ар​гументами комплексного числа –3 – 3i являются все углы вида 225° ± 360°k, например 225° + 360° = 585°, 225° – 360°= –135°.

Аргумент φ связан с координатами комплексного числа a + bi следующими формулами (см. рис. 5):
	tg φ =
	b
	,  cos φ =
	a
	, sin φ =
	a
	.

	
	a
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	√
	a2 + b2
	
	√
	a2 + b2
	


Однако ни одна из них в отдельности не позволяет найти аргумент по абсциссе и ординате.

Пример. Найти аргумент комплексного числа  – 3 – 3i.

По формуле tg φ = 1. Этому условию удовлетворяют как угол 45°, так и угол 225°. Но угол 45° не является аргументом числа – 3 – 3i (рис. 6). Правильный ответ будет φ = 225° (или –135°, или 585° и т. д.). Этот результат получится, если учесть, что абсцисса и ордината данного комплексного числа отрицательны. Значит, точка М лежит в третьей четверти.

Тригонометрическая форма комплексного числа. Абсцисса a и ордината b комплексного числа a + bi выражаются через модуль r и аргумент φ (см. рис. 5) формулами

a = r cos φ; b = r sin φ.

Поэтому всякое комплексное число можно представить в виде r (cos φ + i sin φ), где r ≥ 0.
Это выражение называется нормальной тригонометрической фор​мой или, короче, тригонометрической формой комплексного числа.

Пример. Представить комплексное число – 3 – 3i в нормаль​ной тригонометрической форме.


[image: image10]
Следовательно,

[image: image11]
или
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и т. д.
Упражнения

1. Найдите на плоскости точки, изображающие комплексные числа 1, i, 1 + i, 1 – i, –l – i, 1 + i √–3, √–3 – i.

2. Пусть даны положительное действительное число а и комп​лексное число c. Найдите множество точек плоскости, которые изоб​ражают комплексные числа z, удовлетворяющие условиям:

(а) |z| = a;            (b) |z – c| = a;
(с) |z| < a;            (d) |z – c| < a;
(e) |z – 1| ≤ 1;      (f) |z – 1 – i| < √–2;

(g) |z – 1| + |z + 1| = 2.

3. Решите уравнения:

(a) (1 – i) z– – 3iz = 2 – i;

(b) z · z– – 2 z– = 3 – i;

(c) z · z– + 3 (z – z–) = 4 + 3i;

(d) z · z– + 3 (z + z–) = 7;

(е) z · z– + 3 (z + z–) = 3i.

4. Покажите, что для любых комплексных чисел z1 и z2 выпол​няется равенство   |z1 + z2|2 + |z1 – z2|2 = 2 (|z1|2 + |z2|2). Выясните геометрический смысл этого равенства.

5. Решите систему уравнений:

[image: image16.png]


(a)    ix + (1 + i) y = 3 – i; 

        (1 – i) x –  (6 – i) y = 4;
[image: image17.png]


(b)   (2 + i) x –  (3 + i) у  = i; 

        (3 – i) x– + (2 + i)  y– = (1.

6. Решите уравнения (на множестве комплексных чисел);

(a) z2 – (4 + 3i) z + 1 + 5i = 0;

(b) z2 + 5z + 9 = 0;

(c) z2 + z + 1 + i = 0;

(d) z3 + 1 = 0;

(e) z4 + 1 = 0.
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Тригонометрические функции числового аргумента

[image: image13.png]



Рис. 1

Радианная мера. Угол в 1 радиан — это такой центральный угол, длина дуги которого равна радиусу окружности (рис. 1). Ра​дианная и градусная меры связаны зависимостью 180° = π радиан, угол в п° равен  —1π8—n0— радиан. 

При радианном измерении углов упрощается ряд фор​мул. Так, для окружности радиуса r длина l ее дуги в α ради​ан находится по формуле

l = αr;                        (1)
площадь S сектора круга радиуса r, дуга которого содержит α радиан, такова:
S = —α2—r2–.                     (2)
Формулы (1) и (2) проще аналогичных формул для вычисления длины дуги окружности и площади сектора, дуги которых заданы в градусной ме​ре. Наличие у радианной меры ряда преимуществ привело к тому, что в тригонометрии предпочитают пользоваться радианной, а не градусной мерой.
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Синус и косинус числового аргумента. Поставим каждому числу α в соответст​вие точку Рα единичной окружности (рис. 2). Как из​вестно из курса геометрии, ордината этой точки называется синусом угла в α радиан, а ее абсцисса — косинусом этого угла.

Определение. Ордината точки Рα, полученной при по​вороте точки Р0 = М (1; 0) вокруг начала координат на угол α ра​диан, называется синусом числа а (обозначается sin α), a абсцисса этой точки — косинусом а (обозначается cos α).

Таким образом находятся значения синуса и косинуса чисел, ука​занных в верхней строке таблицы: 
	α
	0
	–π–6
	–π–4
	–π–3
	–π–2
	–23–π
	–34–π
	–56–π
	π
	 –76–π
	–54–π
	–43–π
	 –32–π
	   –53–π
	–74–π
	–16–1–π
	2π

	sin α 
	0
	–12
	–√–2––2–
	–√–2––3–
	1
	–√–2––3–
	–√–2––2–
	–12
	0
	– –12
	- –√–2––2–
	-   –√–2––3–
	–1
	-   –√–2––3–
	- –√–2––2–
	– –12
	0

	cos α
	1
	–√–2––3–
	–√–2––2–
	–12
	0
	– –12
	- –√–2––2–
	-   –√–2––3–
	–1
	-   –√–2––3–
	- –√–2––2–
	– –12
	0
	–12
	–√–2––2–
	–√–2––3–
	1

	tg α
	0
	–√–1––3––
	1
	√–3
	—
	– √–3
	–1
	- –√–1––3––
	0
	–√–1––3––
	1
	√–3
	—
	– √–3
	–1
	- –√–1––3––
	0

	ctg α
	—
	√–3
	1
	–√–1––3––
	0
	- –√–1––3––
	–1
	– √–3
	—
	√–3
	1
	–√–1––3––
	0
	- –√–1––3––
	–1
	– √–3
	—
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Тангенс и котангенс числового аргумента. Тангенсом числа α называется отношение синуса этого числа к его косинусу:
	tg α =
	sin α
	.                            (1)

	
	cos α
	


Котангенсом числа a называется отношение косинуса этого чис​ла к его синусу:

	ctg α =
	cos α
	.                            (2)

	
	sin α
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Сформулируем наглядное представление о тангенсе. Рас​смотрим прямую P0F перпендикулярную прямой OX (рис. 71). Пусть для определенности 0 < α < –π–2. Тогда из подобия треугольников ОРαВ и ОМР0 следует:

	|MP0| =
	sin α
	= tg α .                            

	
	cos α
	


Вообще, ордината точки пересечения луча ОРα. и прямой P0F есть тангенс угла α. Поэтому прямую P0F называют линией тангенсов.
Рассуждение, аналогичное проведенному выше,  показывает, что абсцисса точки пересечения луча ОРα, с прямой Р0С (рис. 72) есть ctg α. Поэтому прямую Р0С называют линией котангенсов.
Синус и косинус, тангенс и котангенс считаются основными тригонометрическими функциями.

Иногда рассматривают еще две тригонометрические функции — секанс и косеканс, которые определяются так:

	sec α =
	1
	,                            

	
	cos α
	

	cosec α =
	1
	.                            

	
	sin α
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Основные свойства тригонометрических функций. При изучении тригонометрических функций часто возникает та​кая задача: для данного α определить знаки sin α, cos a, tg α и ctg α. Пронумеруем каждую из четырех четвертей, на которые разбивают плоскость коорди​натные прямые так, как показано на рисунке 73 (т. е. против часовой стрелки). Легко видеть, что,  например, орди​наты точек, лежащих в I и II четвертях, положительны; абсциссы точек II и III чет​вертей отрицательны. По определению, ко​синус a — это абсцисса точки Рα, получен ной при повороте точки Р0 = М (1; 0) вокруг начала координат на угол в а радиан, а синус α — ордината этой точки. Поэтому, определив, в какой четверти находится точка Рα, мы определим знак тригонометрической функции при этом α.
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Формулы приведения — формулы для преобразования выражений вида

sin (–π2–n   ± α), cos (–π2–n   ± α), tg (–π2–n   ± α), ctg (–π2–n   ± α), n ( Z.

Для запоминания этих формул удобно пользоваться та​ким мнемоническим правилом:
а) перед приведенной функцией ставится тот знак, который имеет исходная функция (рис. 4), если 0 < α < –π–2;

б) функция меняется на «кофункцию», если n нечетно; функция не меняется, если п четно. (Кофункциями синуса, косинуса, тангенса и котан​генса называются соответственно косинус, си​нус, котангенс и тангенс.)

Например:

sin (–π–2 – α) = cos α; cos (–π–2 – α) = sin α; tg  (–π–2 + α) = – ctg α; cos (–32–π   – α) = – sin α  и т. п.

Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того же аргумента. 

sin2 α + cos2 α =1;                            (3.1)
	tg α =
	sin α
	, α (  –π–2 (2n + 1), n ( Z;                      (3.2)

	
	cos α
	

	ctg α =
	cos α
	, α ( πn, n ( Z;                      (1)

	
	sin α
	


tg α · ctg α = l, α ( –π2–n  ,  n ( Z;                      (3.4)
	1 + tg2 α =
	1
	, α (  –π–2 (2n + 1), n ( Z;                      (3.5)

	
	cos2 α
	

	1 + ctg2 α =
	1
	, α ( πn, n ( Z.                      (3.6)

	
	sin2 α
	


Формулы сложения
sin (α + β) = sin α cos β + cos α sin β;                  (3.7)
sin (α – β) = sin α cos β – cos α sin β;                  (3.8)
cos (α + β) = cos α cos β – sin α sin β;                  (3.9)
cos (α – β) = cos α cos β + sin α sin β;                (3.10)

	tg (α + β) =
	tg α + tg β
	, α , β, α + β (  –π–2 + πn , n ( Z;               (3.11)

	
	1 – tg α tg β 
	

	tg (α – β) =
	tg α – tg β
	, α , β, α – β (  –π–2 + πn , n ( Z.               (3.12)

	
	1 + tg α tg β
	


Формулы двойного аргумента

sin 2α = 2 sin α cos α;  (3.13)

cos 2 α = cos2 α – sin2 α = 2 cos2 α – 1 = 1 – 2 sin2 α;         (3.14)

	tg 2α =
	2tg α 
	, α (  –π–4 +  –π–2 k , k ( Z, α (  –π–2 + πn , n ( Z.   (3.15)

	
	1 – tg2 α  
	


Формулы половинного аргумента 

	sin2  –α–2  =
	1 – cos α 
	;               (3.16)

	
	2 
	

	cos2  –α–2  =
	1 + cos α 
	;               (3.17)

	
	2 
	

	tg  –α–2  =
	sin α
	=
	1 – cos α
	, α ( π + 2πn , n ( Z.   (3.18)

	
	1 + cos α 
	
	sin α
	


Формулы преобразования суммы в произведение
sin α + sin β = 2 sin –α–2+–β– cos –α–2––β–;

sin α – sin β = 2 cos –α–2+–β– sin –α–2––β–;

cos α + cos β = 2 cos –α–2+–β– cos –α–2––β–;

cos α – cos β = – 2 sin –α–2+–β– sin –α–2––β–;

	tg α + tg β =
	sin (α + β)
	, α , β (  –π–2 + πn , n ( Z;               (3.23)

	
	cos α cos β 
	

	tg α – tg β  =
	sin (α – β)
	, α , β (  –π–2 + πn , n ( Z.               (3.24)

	
	cos α cos β
	


Формулы преобразования произведения в сумму
sin α sin β = –1–2 (cos (α – β) – cos (α + β));  (3.25)

cos α cos β = –1–2 (cos (α – β) +  cos (α + β));  (3.26)

sin α cos β = –1–2 (sin (α – β) + sin (α + β)).  (3.27)
Соотношения между sin α, cos α и tg –α–2 
	sin α =
	2 tg –α–2 
	, α (  (2n + 1) π, n ( Z;                   (3.28)

	
	1 + tg2 –α–2 
	

	cos α =
	1 –  tg2 –α–2 
	, α (  (2n + 1) π,  n ( Z.                 (3.29)

	
	1 + tg2 –α–2 
	


Упражнения

1. Выразите в радианной мере величины углов:

а) 45°, 36°, 180°;       б) 120°, 310°, 360°;

в) 60°, 72°, 270°;       г) 150°, 216°, 90°.
2. Выразите в градусной мере величины углов:

а) –π–3, –π–2, –35–6–π;              б)  –25–π  , –34–π  , –  –π–9              
в) –π–6, –35–π  , π;              г)  –54–π  , –32–π  ,  –17–2–π.
3. Найдите числовое значение выражения:

a) sin 0 + cos –π–2 + sin2 –π–4;    б) 3 sin  –π–6 + 2 cos π + ctg2 –π–6;
в) 6 sin  –π–6 – 2 cos 0 + tg2  –π–3;   г) 3 tg  –π–4 – sin2  –π–3 + cos2  –π–6 .
4. Существуют ли числа α, β и γ, для которых:

а) sin α = – 0,5, cos β = √–3, tg γ = – 2,5;

б) sin α = –√–2––5–  , cos β = – 2,2, tg γ = 0,31;

в) sin α = 1,3, cos β = –√–4–1––0––, tg γ = 5,2;

г) sin α = – –7–9 , cos β = √–2–,–5–, tg γ = – 7,5?

8. Упростите выражение:

	a) cos2 α – cos4 α + sin4 α;               б) 
	1 – 2 cos2 β
	;

	
	cos β + sin β
	

	в) (sin2 α + tg2 α sin2 α) ctg α;          г)   
	sin2 t – 1
	+ tg2 t.

	
	cos4 t
	


9. Вычислите:

	а)
	cos –1– π 5– cos –14–5–π – sin –14–5–π sin –1– π 5–
	;   б)
	tg –23–π   – tg  –15–2–π
	;

	
	cos 0,3π sin 0,2π + sin 0,3π cos 0,2π
	
	1 + tg –23–π   tg  –15–2–π
	

	в)
	tg –1– π 0– – tg  –23–0–π
	;
	    г)
	sin –15–8–π cos –π–9 – sin –π–9 cos –15–8–π  
	.

	
	1 – tg –1– π 0– tg  –23–0–π
	
	
	sin –15–2–π sin –17–2–π – cos –15–2–π cos –17–2–π 
	


10. Вычислите sin 2α, cos 2β, sin (α – β) и cos (α + β), если:

а) sin α = –4–5, cos β = – –1– 5 3– ,  –π–2 < α < π, –π–2 < β < π;

б) cos α = 0,6, sin β = – –1– 8 7– ,  –32–π   < α < 2π, π < β < –32–π   ; 
11. Упростите выражение:
	а)
	2 sin α cos β – sin (α – β)
	;    б)
	1 – cos α + cos 2α
	;
	

	
	cos (α – β) – 2 sin α sin β
	
	sin 2α – sin α
	
	

	в)
	√–2 cos α – 2 cos (–π–4 + α)
	;    г)
	ctg2 α (1 – cos 2α) + cos2 α
	.

	
	2 sin (–π–4 + α) – √–2 sin α
	
	
	


12. Преобразуйте данное выражение таким образом, что​бы аргумент соответствующей тригонометрической функции принадлежал промежутку (0; –π–2 ):

а) sin –78–π,  cos (– –53–π  ),  tg 0,6π, ctg(– l,2π);
6) tg –65–π,  , sin (– –59–π  ), cos 1,8π, ctg 0,9π.

13. Найдите числовое значение выражения:
а) 8 sin –π–6 cos –23–π   tg –43–π   ctg –74–π  ;

б) 10 ctg –34–π   sin –54–π   cos –74–π  ;

	в)
	sin2 (π – t)
	– cos (2π – t).

	
	1 + sin ( –32–π   + t)
	


14. Верно ли равенство:

а) sin –17–2–π  – sin –1–π2– = –√–2––2–  ;           б) cos –12–14–π  – cos –π–8  = – sin –27–4–π ;
в) sin –11–18–π + sin –17–8–π = cos –29–π   ;      г) cos –58–π   +cos –π–8  = √–2 cos –38–π   ?

15. Найдите sin –α–2 ,  cos –α–2 , tg –α–2 , если:                 

а) cos α = – –11–3–2 , π < α < –32–π   ;  б) sin α = –3–5 ,  –π–2 < α < π;
в) cos α = –22–5–4 , –32–π   < α < 2π;    г) sin α = – –1–87– , π < α < –32–π   .

Найдите значения выражений (21—22).

21. а) 3 sin (2α – –π–4) +2 cos (3α – π), если α = –π–4;

б) sin2 (α – –π–3) + 3 tg (–54–π   – –32–π  ), если α = –23–π  ;

в) 4 cos (3α – –π–6) + ctg (α + –1–π2–), если α = –π–6 ;
г) cos (α + –π–3) tg2 (2α + –π–2), если α = – –π–6 .

22.
	а)
	1 + tg α
	, если cos α =  –11–3–2 , –32–π   < α < 2π;     

	
	1 + ctg α
	

	б)
	sin α + cos α
	, если tg α = –5–4 ;

	
	sin α – cos α
	

	в)
	cos α + ctg α
	, если cos α = – –1–3 , π < α < –32–π  ;

	
	ctg α
	

	г)
	sin2 α – cos2 β, если cos2 α – sin2 β = 0,5.


23. Докажите, что при 0 < α <  –π–2 справедливо равенство:
	
	
	=
	1
	;

	а) sin α √
	1 + tg2 α
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	cos α √
	1 + tg-2 α
	

	
	
	
	
	

	б)
	√
	1 + cos α
	– √
	1 – cos α
	=
	2 ctg α;

	
	
	1 – cos α
	
	1 + cos α
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	в) 
	√
	1 – sin2 α 
	=
	
	cos α
	;

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	sin α 
	
	√
	1 – cos2 α 
	

	
	
	=
	1
	.

	г) √
	sin2 α + tg2 α sin2 α
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	√
	cos2 α  + ctg2 α cos2 α
	


Докажите тождества (24—26).

24. а) sin (–π–4 + α) = cos (–π–4 – α) ; 

	   б)
	tg α + tg β
	+
	tg α – tg β
	= 2.

	
	tg (α + β)
	
	tg (α – β)
	


25. а) (sin2 t + 2 sin t cos t – cos2 t)2 = 1 – sin 4t;
	б)
	cos α – 2 sin 3α – cos 5 α
	= tg 3α;

	
	sin 5α – 2 cos 3α – sinα
	

	в)
	1 – 4 sin2 t cos2 t
	= cos 2t;

	
	cos2 t – sin2 t
	

	г)
	sin α +2 sin 2α + sin 3α
	= tg 2α.

	
	cos α +2 cos 2α + cos 3α
	

	26.
а) cos t =
	1 – tg2  –t–2
	;    б) sin β =
	2 tg  –β–2
	.

	
	1 + tg2  –t–2
	
	1 + tg2  –β–2
	


27.- Вычислите (без помощи таблиц и калькулятора):

	а) sin –1–π2– cos –1–π2–;           б)
	sin  –17–8–π – sin –1–π8–
	;

	
	cos –29–π
	

	в) (sin2 –π–8  – cos2 –π–8 )2;      г)
	cos –11–12–π – cos –1–π2–
	.

	
	sin  –15–2–π 
	


Тригонометрические уравнения и неравенства
Обратные тригонометрические функции.  Арксинусом числа a называется такое число из отрезка  [– –π–2 ; –π–2], синус которого равен a. Обозначение арксинуса – arcsin a
Пример. arcsin  –√–2––2–  = –π–4 , так как sin –π–4 = –√–2––2– и  –π–4  ( [– –π–2 ; –π–2].

Арккосинусом числа a называется такое число из отрезка  [0; π], косинус которого равен a. Обозначение арккосинуса – arccos a
Пример. arccos  –√–2––3–  = –π–6 , так как cos –π–6  = –√–2––3–  и  – –π–6  ( [0; π].
Арктангенсом числа a называется такое число из отрезка  [– –π–2 ; –π–2], тангенс которого равен a. Обозначение арктангенса – arctg a
Пример. arctg 1  = –π–4 , так как tg –π–4 = 1  и  –π–4  ( [– –π–2 ; –π–2].
Арккотангенсом числа a называется такое число из отрезка  [0; π], котангенс которого равен a. Обозначение арккотангенса – arcctg a
Пример. arcctg  –√–1––3–– = –π–3 , так как cos –π–3  = –√–1––3––  и   –π–3 ( [0; π].
Решение тригонометрических уравнений. Простейшими тригонометрическими уравнениями называются уравнения вида sin x = a (где |a| ≤ l), cos х = а (где |a| ≤ l), tg х = а, ctg x = a. Формулы решений этих уравнений имеют сле​дующий вид:                                              .

sin x = a; x = (–1)n arcsin a + πn, n ( Z;       (8.1)

cos х = а; x= ± arccos а + 2πn, n ( Z;                     (8.2)

tg х = а; x = arctg а + πn, n ( Z;       (8.3) 

ctg x = a; x = arcctg a + πn, n ( Z.                 (8.4)
В частных случаях при а = 0, а = 1, а = – 1 получаются следующие формулы:

sin x = 0; x = πn, n ( Z;                        (8.5)
sin x = 1; x = –π–2 + 2πn, n ( Z;                   (8.6)

sin x = – 1; x = – –π–2 + 2πn, n ( Z;                   (8.7)
cos x = 0; x = –π–2 + πn, n ( Z;                    (8.8)
cos x = l; x = 2πn, n ( Z;                      (8.9)
cos x = – l; x = π + 2πn, n ( Z;                           (8.10)
tg x = 0; x = πn, n ( Z;                      (8.11)
[image: image25.png]


ctg x = 0; x = –π–2 + πn, n ( Z.                  (8.12)
[image: image26.png]


    

Решение уравнений (8.1) и (8.2) можно проиллюстрировать на единичной окружности. По определению sin t — это ордината точки Pt единичной окружности. При |a| ≤ l на уравнение (8.1), как видно из рисунка 69, а, имеет на отрезке [ – –π–2; –32–π  ] два решения: t1 = arcsin а и t2 = π – arcsin а. При а = 1 и при а = –1  t1 = t2 (рис. 69, б). Таким образом, общий вид решения запишется: x = (–1)n arcsin a + πn, n ( Z;
[image: image27.png]


[image: image28.png]


По определению cos t — это абсцисса точки Pt единичной окружности. Если |а| < 1, то таких точек две (рис. 70, а); если же а = 1 или а = – 1, то одна (рис. 70, б). 
[image: image29.png]


Решение уравнения tg t = а удобно проиллюстрировать с помощью линии тангенсов (рис. 71). Напомним, что tg t — это ордината точки Tt пересечения прямой OPt1 с линией танген​сов. Для любого числа а на линии тангенсов есть лишь одна точка с ординатой а, это точка Т (1; a). Прямая ОТ пересекается с единичной окружностью в двух точках; при этом интервалу (– –π–2; –π–2) соответствует точка Pt1 правой полуокружности, такая, что t1 = arctg a.
Уравнения   вида   sin (ωх + φ) = а,   cos (ωх + φ) = а,   tg (ωх + φ) = b, ctg (ωх + φ) = b (|a| ≤ l, ω ( 0) также относятся к простейшим. Их следует решать сразу по формулам (8.1).—(8.4), заменив х на ωх + φ.

Пример. Решить уравнение sin (–π–6 – 2x) =  –√–2––3– .

Согласно формуле (8.1), имеем  –π–6  – 2x = (–1)n arcsin  –√–2––3– + πn = (–1)n –π–3  + πn, откуда x = – (–1)n –π–6    +   –1–π2– + –π2– n– или x = (–1)n+1 –π–6  + –1–π2– (6n + 1), n ( Z.
Если уравнение не является простейшим, то с помощью тождественных преобразований его нужно свести к одному или нескольким простейшим урав​нениям, совокупность которых равносильна заданному.
Упражнения

Решите уравнения (136—143).

136. а) cos x = –√–2––2–;          б) cos x = – –12;

        в) cos x = –√–2––3–;         г) cos х = — 1.

137. a) 2 cos x + √–3 = 0;    б) √–2 cos х – 1 = 0;

                      в) 2 cos x + √–2 = 0;     г) 2 cos x – 1 = 0.
138. a) sin x = –12;          б) sin x = – –√–2––3–;

в) sin x = – –12;          г) sin x = – l.

139. a)  √–2 sin x + l = 0;    6) 2 sin x + √–3 = 0;

        в) 2 sin x – l = 0;       г) 2 sin x + √–2 = 0.

140. a) tg x = - –√–1––3––;        б) ctg x = √–3;

        в) tg x = l;                г) tg x = 0.
141. a) tg x + √–3 = 0;       6) ctg x + l = 0;

        в) √–3 tg x – l = 0;     г) √–3 ctg x – l = 0.

142. a) sin 2x = –√–2––2–;        б) cos –x–3 = – –12;
        в) sin –x–4 = –12;           г) cos 4x = 0.

143.  a) sin x = – 0,6;        6) ctg x = 2,5;

         в) cos x = 0,3;          г) tg x = – 3,5.

Решите уравнения (144—147).
144. a) sin(– –x–3) = –√–2––2–;            б) tg (– 4x) = –√–1––3–– .

        в) cos (– 2x) = - –√–1––3––;      г) ctg (– –x–2) = l.

145. а) 2 cos (–x–2 – –π–6) = √–3;     б) 2 sin (3x – –π–4) = – √–2;
в) √–3 tg ( –x–3 + –π–3) = 3;      г) sin (–x–2 – –π–6) + 1 = 0.

146. a) cos (–π–6 – 2x) = – 1;      б) 2 sin (–π–3 – –x–4) = √–3;

        в) tg (–π–4 – –x–2) = – 1;      г) 2 cos (–π–4 – 3x) = √–2.

147. a) sin 3x cos x – cos 3x sin x =  –√–2––3–;
б) sin2 –x–4 – cos2 –x–4 = 1;

в) sin 2x cos 2x= – –1–4;
г) sin –x–3 cos –π–5 – cos –x–3 sin –π–5 = –√–2––2–  .

149. Решите уравнения cos (–π–3 – 2x) = –12, sin (2x +  –π–4) = – l и найдите для каждого из них:

а) наименьший положительный корень;

б) корни, принадлежащие промежутку [– –π–2;  –32–π  ];
в) наибольший отрицательный корень;

г) корни, принадлежащие промежутку (– π;  –π–2).
150. Докажите, что все решения уравнения ctg t = a нахо​дятся по формуле t = arcctg a + πn, n ( Z.
Решите уравнения (164—168).

164. а) 2 sin2 x + sin x – 1 = 0;   б) 3 sin2 x – 5 sin x – 2 = 0;

        в) 2 sin2 x – sin x – l = 0;    г) 4 sin2 x + 11 sin x – 3 = 0.

165. а) 6 cos2 x + cos x – l = 0;     б) 2 sin2 x + 3 cos x = 0;

        в) 4 cos2 x – 8 cos x + 3 = 0; г) 5 sin2 x + 6 cos x – 6 = 0.
166. а) 2 cos2 x + sin x + 1 = 0;   б) cos2 x + 3 sin x = 3;
        в) 4 cos x = 4 – sin2 x;         г) 8 sin2 x + cos x + 1 = 0.
167. a) 3 tg2 x + 2 tg x – l = 0;   б) tg x – 2 ctg x + l = 0;
        в) 2 tg2 x + 3 tg x – 2 = 0;  г) 2 ctg x – 3 tg x + 5 = 0.
168. a) 2 cos2 x + √–3 cos x = 0;  б) 4 cos2 x – 3 = 0;

        в) √–3 tg2 x – 3 tg x = 0;      г) 4 sin2 x – l = 0.

Решите уравнения (169—174).
169. а) 3 sin2 x+ sin x cos x = 2 cos2 x;
б) 2 cos2 x – 3 sin x cos x + sin2 x = 0;
в) 9 sin x cos x – 7 cos2 x = 2 sin2 x;
г) 2 sin2 x – sin x cos x = cos2 x.

170. a) 4 sin2 x – sin 2x = 3;       б) cos 2x = 2 cos x – 1;

        в) sin 2x – cos x = 0;          г) sin 2x + 4 cos2 x = 1.   

171. a) 2 sin2 x = √–3 sin 2x;      б) √–3 tg x – √–3 ctg x = 2;

        в) sin x + √–3 cos x = 0;      г) tg x = 3 ctg x.
172. a) sin 2x + 2 cos 2x = l;             б) sin4 –x 4  – cos4 –x 4  =  –12;
        в) 3 sin 2x + соs 2x = 2 cos2 x; г) 1 – cos x = 2 sin –x2 .   
	173. a)
	sin 4x + sin2 2х = 0;
	б)
	3
	= 1;

	
	
	
	5 tgx + 8
	

	в)
	5
	= 2;
	г)
	1 – sin 2x = (cos –x2 – sin –x2)2.

	
	3 sin x + 4
	
	
	


174. a) cos 5x – cos 3x = 0; б) sin 7x – sin x = cos 4x;

в) sin 5x – sin x = 0;    г) cos 3x + cos x = 4 cos 2x.      
Решите системы уравнений (175—176).
175. а)   х + y = π,              б)    x – y =  –π–  2,
              соs х – соs у = 1;         cos2 x + sin2 y = 2;

        в)   х + y = π,              г)    х + у =  –π–2,
              sin x + sin y = l;          sin2 x – sin2 y = l.

176. а)     sin x – cos y = 0,      б)    x + y =  –π–4;
                sin2 x + cos2 y = 2;           tg x tg y =  –1– 6;
        в)     sin x + cos y = l,      г)     x – y =  –π–6 ,       

             sin2 x – cos2 y = 1            sin x cos y =  –12.
Решение простейших тригонометрических неравенств. Решение неравенств, содержащих тригонометриче​ские функции, сводится, как правило, к решению простейших неравенств вида sin t ≤ a, cos t > a, tg t ≥ a и т. п. Рассмотрим на примерах способы их решения.

Пример 1. Решим неравенство sin t ≥ – –12.
 Все точки Pt единичной окружности при значениях t, удовлетворяющих данному неравенству, имеют ординату, большую или равную  – –12. Множество всех таких точек — дуга l, выделенная на рисунке 72. Найдем условие принадлеж​ности точки Pt этой дуге.

Точка Рt1 лежит на правой полуокружности, ордината Рt1 равна – –12, и, следовательно, в качестве t1 удобно взять значение t1 = arcsin (– –12) = – –π–6. Представим себе, что мы совер​шаем обход дуги от точки Рt1 к Рt2 против часовой стрелки. Тогда t2 > t1, и, как легко понять, t2  = π – arcsin (– –12) = –76–π. .

В общем виде решение запишется:
t ( [– –π–6 + 2πn; –76–π  + 2πn], n ( Z.
Пример 2. Решим неравенство tg t ≤ 1.
Известно, что значения тангенса повторяются с интервалом π (tg α = tg (α + π)). По​этому найдем сначала все решения данного неравенства, принадлежащие промежутку (– –π–2; –π–2), а затем вос​пользуемся этим свойством танген​са. Для выделения всех точек Рt правой полуокружности, значения t которых удовлетворяют данному не​равенству, обратимся к линии тангенсов. Если t является решением не​равенства, то ордината точки T, равная tg t, должна быть меньше или равна 1. Множество таких точек Т — луч AT (рис. 75). Множество точек Рt, соответствую​щих точкам этого луча,— дуга l, выделенная на рисунке (точка Рt1 принадлежит, а Р– –π–2 не принадлежит рассматриваемому множеству). t1 = arctg 1 = –π–4.  Значит, t ( (– –π–2; –π–4]. Для общего вида решения получаем:
t ( (– –π–2 + πn; –π–4 + πn], n ( Z.
Упражнения
Решите неравенства (154—157).
154. a) sin x ≥ –√–2––2–     ;          б) sin x < -   –√–2––3–;

        в) sin x ≥ –12;                г) sin x < - –√–2––2–.
155. a) cos x ≥ – –12;           б) cos x < –√–2––2– ;

в) cos x ≥ –√–2––3–;               г) cos x < - –√–2––2– . 

156. a) tg x ≤ √–3;           б) tg x > - –√–1––3––;

        в) tg x ≥ –√–1––3––;       г) tg x < – l.
157. a) 2 cos x – l ≥ 0;         б) 2 sin x + √–2 ≥ 0;

в) 2 cos x – √–3 ≤ 0;      г) 3 tg x + √–3 ≥ 0.

Решите неравенства (158—163).
158. a) sin 2x < –1 2;           б) cos –x 3 >   –√–2––3–;

        в) sin –x 2 < -   –√–2––3–;         г) tg 5 x > l.

159. a) 2 cos (2x + –π–3) ≤ 1;     б) √–3 tg (3х+ –π–  6) < 1;

        в) √–2 sin (–π–4 + –x 2) ≥ l;       г) 2 cos (4x – –π–6) > √–3.

160. a) sin x cos –π–  6 – cos x sin –π–  6 ≤ –1 2;

б) sin –π–4 cos x + cos –π–4 sin x < - –√–2––2–;

в) 4 sin 2x cos 2x ≥ √–2;
г) cos –π–8  cos x – sin x sin –π–8  < -   –√–2––3– .
161. a) ctg x ≥ √–3;       б) √–3 ctg (–π–4 – 2x) > l;

в) ctg 3x ≤ –√–1––3––;     г) 3 ctg (–π–6 + –x 2) > – √–3.

162. a) 3 sin –x 4 ≥ 2;       б) 4 соs –x 3 < – 3;

        в) 5 tg 2x ≤ 3;       г) 0,5 sin 4x < – 0,2.

ПОКАЗАТЕЛЬЫЕ И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

Степень с рациональным показателем.   Степень с рациональным показателем – это обобщение понятий степени с целым показателем и корня целой степени. Степенью числа а > 0 с рациональным показателем r = –mn–   , где т — целое число, а п — натуральное (n > 1), называется число n√–a–m.

Пример. По определению степени с рациональным показателем 7 –14 = 4√–7– ; 2 –56  = 6√–2–5 = 6√–3–2 ; a- –17–5 = 15√–a–-7 =  15√–1–a–7– .

Степень с иррациональным показателем. Определим аφ для иррациональных φ. Пусть, например, а > 1.
Легко доказать, что (( r1, r2 ( Q | r1 < r2) ar1 < ar2. Очевидно, что это свойство распространится и на иррациональные числа, то есть (( φ ( ( )(( r1, r2 ( Q | r1 < φ < r2) ar1 < aφ < ar2.
Выбирая значения r1 и r2 , приближающиеся к φ, можно заметить, что и соответствующие значения ar1 и ar2 будут мало отличаться. Можно доказать, что существует, и притом толь​ко одно, число у, которое больше всех ar1  для всех рациональ​ных r1  и меньше всех ar2 для всех рациональных r2. Это число у по определению есть аφ. 
Для 0 < а < 1 число аφ определяется аналогичным образом.
Свойства степеней. Для любых действительных чисел r и s и любых положительных а и b справедливы равенства:

1°. ar · as = ar+s. 

2°. ar : as = ar–s.
3°. (ar)s = ars. 
4°. (ab)r = ar·br.
5°.(a/b)r = ar/br.
Также справедливо
6°. ((а > 1) (( r1, r2 ( Q | r1 < r2) ar1 < ar2.
      ((а ((0; 1)) (( r1, r2 ( Q | r1 < r2) ar1 > ar2.

Решение показательных уравнений и неравенств
1. Уравнения и системы уравнений. Уравнение вида 

ax = b,                           (1)
где а > 0 и а ( 1 называется простейшим показатель​ным уравнением. Это уравнение при любом положительном а, от​личном от 1, и b > 0 имеет единственный корень. Для того чтобы его найти, надо b представить в виде b = аc. Очевидно, что с является решением уравнения ax = ac.
Пример 1. Решим уравнение 7x-2 = 3√–4–9 .

Заметим, что 49 = 72, а 3√–4–9  = 7 –23 . Поэтому данное урав​нение можно записать в виде 7x-2 = 7 –23 . Следовательно, корня​ми данного уравнения являются такие числа x, для которых x – 2 =  –23–  , то есть x = 2 –23–  .
Пример 2. Решим систему уравнений
2x + 2y = 12, 
32x-y = 3.
Из второго уравнения системы находим 2x – y = 1, отку​да у = 2х – 1. Подставляя вместо у в первое уравнение выра​жение 2х – 1, получим 2x + 22x-1 = 12,  откуда 2x + –12·22x-1 = 12.

Обозначив 2x через t, приходим к квадратному уравнению t2 + 2t – 24 = 0, откуда t1 = – 6, t2 = 4. Уравнение замены 2x = – 6 решений не имеет. Корнем уравнения 2х = 4 является число x = 2. Соответствующее значение у равно 3. Ответ:(2; 3).
2. Неравенства. Неравенства вида ax < b, ax ≥ b и т.п. называются простейшими показатель​ными неравенствами.                                                    
Решение простей​ших показательных неравенств основано на свойст​ве 6° степени ar — 

((а > 1) (( r1, r2 ( Q | r1 < r2) ar1 < ar2.

((а ((0; 1)) (( r1, r2 ( Q | r1 < r2) ar1 > ar2.

Для того чтобы найти решение, надо, как и в уравнении, b представить в виде b = аc. Далее, следует определиться, какому множеству принадлежит a, а затем от неравенства со степенями перейти к неравенству с показателями. Если а > 1, то при переходе знак неравенства сохранится, если же 0 < a < 1, то знак неравенства изменится на противоположный. 
Пример. Решим неравенство 0,57-3x < 4

Представим 4 в виде 4 = 0,5-2, получим: 0,57-3x < 0,5-2. Основание 0,5 меньше 1, следовательно, при переходе знак неравенства изменится. Поэтому исходное не​равенство равносильно неравенству 7 – 3x > – 2, откуда x < 3, или x ( (– (; 3).

Упражнения. 
Решите уравнения (460—464).
а) 4x = 64; б) (–13)x = 27; в) 3 x = 81; г) (–12)x = –61–4–  .
a) (–23)x·(–98)x = –26–74;    б) √–8–x-–3 =  3√–4–2-–x         

в) √–2–x · √–3–x = 36;  г)   (–37)3x+1 = (–73)5x-3.
462. а) 36-x = 33x-2;  б) (–17)2x2+x-0,5= –√–7––7–  ;
в) √–3–x = 9;  г) 2x2+2x–0,5 = 4√–2.
463. а) 7x+2 + 4·7x+1 = 539;    б) 2·3x+1 ( 3x = 15;

        в) 4x+1 + 4x = 320;          г) 3·5x+3 + 2·5x+1 = 77;

464. а) 9x ( 8·3x ( 9 = 0; б) 100x ( 11·10x + 10 = 0;       

в) 36x ( 4·6x ( 12 = 0;    г) 49x ( 8·7x + 7 = 0.    

465. Решите систему уравнений:

а)     4x+y = 16,        б)    63x(y = √–6,

        4x+2y(1 = 1;             2y(2x = –√–1––2–– ;       
в)     32y(x =  –81–1–  ,  г)     (–15)4x(y = 25,
        3x(y+2 = 27;             79x(y = √–7.
Решите неравенства (466—467).

466. а) (–13)x ≥ 27;           б) (√–6)x ≤ –31–6–  ;

        б) 0,2x ≤ –21–5–  ;         г)1,5 x < 2,25.

467. а) 45(2x ≤ 0,25;       б) 0,37+4x > 0,027;

        в) 0,42x+1 > 0,16;    г) 32(x < 27.
Решите уравнения (468—470).
а) 3x+1 ( 2·3x(2 = 75;      б) (–15)x(1 ( (–15)x+1 = 4,8; 

в) 5·( –12)x(3 + (–12)x+1 = 162;  г) 5·9x + 9x(2 = 406.
469 а) 5x+1 = 8x+1;  б) (–13)x(1 = (–14)1(x;  в) 7x(2 = 32(x.
470. а) 3x + 33(x = 12;              б) 4√x(((2( + 16 = 10·2√x(((2(;

        в) (–15)1(x ((–15)x = 4,96;     г) 4x ( 0,25x(2 = 15.
471. Решите систему уравнений:
а)      5x+y = 125,    б)     x + y = 5,

         4 (x(y)2(1 = 1;           4x + 4y= 80;
в)      3x + 3y= 12,  г)     4x+y = 128,

         6x+y = 216;            53x(2y(3 = 1.
Решите неравенства (472—474).
472. а) 2 x2 > (–12)2x(3;      б)  (–21–5–  )2x< (√–5)x2+3,75;

        в) 34x+3 ≤ (–19)(x(22;      г) (–14)10x > 64 2 2(3 (x2.

473. а) (–23)x + (–23)x(1 > 2,5;    б) 22x(1 + 22x(2 + 22x(3 < 448;

        в) (–43)x+1 ( (–43)x > –13–6–  ;    г) 3x+2 + 3x(1 < 28.

474. а) πx ( π2x ≥ 0;    б) (–13)2x(1 ( 10·3(x + 3 < 0;

в) 4 x (2x+1 ( 8 > 0;  г) (–31–6–  )x( 5·6(x ( 6  ≤ 0.
Логарифмы и их свойства
1. Логарифм. Логарифмом числа b по осно​ванию a называется показатель степени, в кото​рую нужно возвести основание a, чтобы полу​чить число b. Обозначается логарифм числа b по осно​ванию a: loga b.
Формулу a loga b = b (где b > 0, a > 0 и a ≠ l) называют основным логарифмическим тождеством.
Пример. Найдем значение: а) log2 32; б) log5 0,04.
а) Заметим, что 32 = 25, т. е. для того чтобы получить число 32, надо 2 возвести в пятую степень. Следовательно, log2 32 = 5.

б) Заметим, что 0,04 = –21–5–   = 5(2, поэтому log2 0,04 = (2.
2. Основные свойства логарифмов. При работе с лога​рифмами применяются следующие их свойства, вытекающие из свойств степени:

При любых а > 0 (а ≠ 1),  b > 0 (b ≠ 1) и любых положитель​ных х и у выполнены равенства:
1°. loga l = 0. 

2°. loga a = l. 

3°. loga xy = loga x + loga y.
4°. loga –xy = loga х ( loga y.
5°. logaq xp = –pq loga x, (р, q ( Z.

6°. loga x = –lll–oo–gg–bb–––xa (формула перехода от одного основания логарифма к другому). 
Также справедливо
7°. ((а > 1) (( r1, r2 ( Q | r1 < r2) loga r1  < loga r2 (возрастание логарифма), 

      ((а ((0; 1)) (( r1, r2 ( Q | r1 < r2) loga r1  > loga r2 (убывание логарифма).

Помимо общего обозначения логарифмов - loga x часто применяют обозначение lg x для логарифмов по осно​ванию 10  — десятичных логарифмов (log10 x) и ln x для логарифмов по осно​ванию e =  2,71828…(неперово число)  — натуральных логарифмов (loge x).
С помощью формулы перехода можно найти значение логарифма с произвольным основанием а, имея таблицы лога​рифмов, составленные для какого-нибудь одного основания b. Наиболее употребительны таблицы десятичных и натураль​ных логарифмов.

Пример. Найдем log0,3 7.

Пользуясь калькулятором (или таблицами), находим lg 7 ≈ 0,8451, lg 0,3 ≈ 0,4771 (1 = (0,5229. Следовательно,

по формуле перехода log0,3 7 ≈ 0,8451 : ((0,5229) ≈ ( 1,6162.
Пример. Выразим логарифм выражения 8a3 7√–b–4 через log2 a и log2 b. (Коротко говорят: прологарифмируем дан​ное выражение по основанию 2.)

Пользуясь основными свойствами логарифмов, получаем:
log2  (8a3 7√–b–4) = log2 (23·a3·b–47) = 31og2 2 + 31og2 a + –47log2 b = 3 + 3log2 a + –47log2 b.
Упражнения
Проверьте справедливость равенств (479—482).

479. a) log3 –81–1–   = 4;     б) log16 l = 0;

в) log4 l6 = 2;       г) log5 125 = 3. 
480. a) log5 0,04 = (2;       б) log7 343 = 3;

в) lg 0,01 = (2;       г) log3 – 2–14– 3 = (5.

481. a) log√–2 8 = 6;       б) log√–(13 27 = (6;

в) log(13 9 = (2;       г) log0,5 4 = (2.
482. a) log2√–2 128 = –1–34–;       б) log0,2 0,008 = 3;

в) log√–5 0,2 = (2;       г) log0,2 125 = (3.

483. Найдите логарифмы данных чисел по основанию а:
а) 25, –15, √–5 при а = 5;      б) 64, –18, 2 при а = 8;

в) 16, –14, √–2 при а = 2;       г) 27, –19, √–3 при а = 3.

487. Запишите число в виде логарифма с основанием а:

а) 2;  –1 2; 1; 0 при а = 4;    б) 3; (1; (3; 1 при а = 3;

в) 3;  –1 2; 0; (1 при а = 2; г) 1; (2; 0; 3 при а = 5.

Упростите выражения, пользуясь основным логариф​мическим тождеством (488—490).

488. а) 1.7log1,7 2;  б) πlogπ 5,2;  в) 2log2 5;  г) 3.8log3,8 11.

489. а) 51 + log5 3;   б) 101( lg 2;   в) ( –17)1 + log(17 2; г) 32 ( log3 18.

490. а) 42 log4 3;    б) 53 log5 (12 ;   в) ( –12)4 log(12 3;   г) 62 log6 5.

491. Прологарифмируйте по основанию 3 (а > 0, b > 0):

а) (5√–a–3–b–)(2(3; б) ((6(а√(b=150=)(0,2 ;   в) 9a4 5√–a ;  г)  –2–b–7–2–a–7 .

Прологарифмируйте по основанию 10, где a > 0, b > 0, c > 0 (492—493).
492. a) 100 √–a––b–3–с–; б) –0–,–a–1–5 c –2––√=b=    ; в)  3√–1–0 a (13 b4 c( (12 ; г) –0–,–2–0–12–1–bc–3––23–.
493. a) 103a4b (12c(3; б) –1–0–b5––23a–6–c–5–;   в) 10(4a2b5c(23;  г) –1–0–c7––74a–(23–b–8  .
494.— Известно, что log5 2 = a и log5 3 = b. Выразите через а и b:

а) log5 72; б) log5 15; в) log5 12; г) log5 30.

39. Решение логарифмических уравнений и неравенств
Уравнение вида 

loga х = b,                           (1)
где а > 0 и а ( 1 называется простейшим логарифмическим уравнением. Это уравнение имеет единственный корень x = ab.
Пример. Решим уравнение log2 (x2 + 4x + 3) = 3.

Данному уравнению удовлетворяют те значения х, для которых выполнено равенство x2 + 4x + 3 = 23. Получено квадратное уравнение x2 + 4x ( 5 = 0, корни которого равны 1 и (5. Следовательно, числа 1 и (5 — решения данного уравнения.

Пример 2. Решим уравнение logx (x2 ( 2x + 2) = l. Этому уравнению удовлетворяют такие числа х, для ко​торых выполнены условия: х > 0 и х ( 1 (х — основание лога​рифма) и равенство х2 ( 2х + 2 = х, или х2 ( 3х + 2 = 0. Полученное квадратное уравнение имеет корни 1 и 2. Но х = 1 не может быть решением данного уравнения. Следовательно, решением данного уравнения является только число 2.

Рассмотрим простейшее логарифмическое неравенство

loga х < b,

где а > 0 и а ( 1.  Для его решения следует сначала привести неравенство к виду loga х < loga ab (ab —решение соответствующего логарифмического уравнения loga х = b). Затем нужно определиться, какому множеству принадлежит a, а затем от неравенства с логарифмами перейти к неравенству с числами. Если а > 1, то при переходе знак неравенства сохранится, если же 0 < a < 1, то знак неравенства изменится на противоположный. 
 Пример. Решим неравенство log(13 (5 (2x) > (2.
Перепишем неравенство в виде log(13 (5 ( 2x) > log(13 ( –13)(2 , или log(13 (5 ( 2x) > log(13 9. Так как –13 < 1, то полученному нера​венству удовлетворяют такие числа x, для которых выполне​но условие 0 < 5 (2х < 9, откуда (2 < x < 2,5, или x ( (—2; 2,5).

Пример 6. Решим систему уравнений
lg (y ( x) = lg 2, 

log2 х ( 4 = log2 3 ( log2 у.
Первое уравнение системы равносильно уравнению у ( х = 2, а второе — уравнению  –1x–6–  =  –3y, причем х > 0 и у > 0. Подставляя у = х + 2 в уравнение  –1x–6–  =  –3y,  получим х (х + 2) = 48, откуда х2 + 2х ( 48 = 0, т. е. х = (8 или x = 6. Но так как х > 0, то х = 6, и тогда y = 8. Итак, данная система уравнений имеет одно решение: х = 6,  у = 8.
Заметим еще, что с помощью логарифмов можно запи​сать корень любого показательного уравнения вида ax = b, где b > 0. Этим корнем является число x = logab.
Пример. Решим уравнение 51(3x= 7. 

По определению логарифма 1 ( 3x = log5 7, откуда x = –31 ( –31 log5 7.

Упражнения
Решите уравнения (512—515).                  
512. а) 9x = 0,7; б) 0,3 x = 7;    в) 2x = 10;      г) 10x = π.
513. a) log5 x = 2;   б) log0,4 x = (l;  в) log9 x = ( –12;   г) lg x = 2.
514. a) log0,5 (2х ( 4) = (2;     б) logπ (x2 + 2x + 3) = logπ 6;

в) log0,3 (5 + 2x) = l;       г) log2 (3 ( x) = 0.
515. а) 0,24(x = 3;     б) 5 x2= 7;   в) 32(3x = 8;   г) 72x = 4. 

Решите неравенства (516—517).
516. a) log3 х > 2;   6) log0,5 x > (2;

в) log0,7 x < l; г) log2,5 x < 2.
517. a) log4 (х ( 2) < 2;       б) log 1(3 (3 ( 2x) > (1;
в) log5 (3x + l) > 2;      г) log 1(7 (4x + l) < (2.
Решите уравнения (518—520).
518. a) loga x = 2 loga 3 + loga 5;   б) lg (x ( 9) + lg (2x ( 1) = 2;

в) loga x = loga 10 ( loga 2; г) log3 (x + 1) + log3 (x +3) = l.

519. a) –12 log2 (x ( 4) + –12 log2 (2x ( 1) = log2 3;

б) lg (3x2 + 12x + 19) ( lg (3x + 4) = l;

в) lg (x2 + 2x ( 7) ( lg (x ( 1) = 0;
г) log5 (x2 + 8) ( log5 (х + 1) = 3 log5 2.

520. a) log42 x + log4 √–x ( 1,5 = 0;   б) lg2 x ( lg x2 + l = 0;

в) log52 x ( log5 x = 2;          г) log32 x ( 2log3 x  ( 3 = 0.
521. Решите систему уравнений:
а)     х + у = 7,             б)     log4 (x + y) = 2,
        lg x + lg y = l;              log3 x + log3 y = 2 + log3 7;

 в)    х + у = 34,               г)    log4 x ( log4 y = 0, 

        log2 x + log2 y = 6;          x2 ( 5у2 + 4 = 0.

Решите уравнения (522—524). 
	522  а)
	1
	+
	6
	= 1;
	б)
	log2 –x4 =
	15
	;

	
	lg x + 1
	
	lg x + 5
	
	
	
	log2 –x8 ( 1
	

	в)
	2 lg x
	= 1;
	
	г)
	1
	+
	5
	= 1.

	
	lg (5x ( 4)
	
	
	
	lg x ( 6
	
	lg x + 2
	


523. a) loga x = log√(a 2 + log 1(a  3;   б) logx 2 ( log4 x + –76 = 0;
в) log3 x ( 2 1og 1(3  x = 6;     г) log25 x + log5 x = log 1(5 √–8 . Т                                Т
524. a) log2 (9  ( 2x) = 3 ( x;
б) log2 (25x+3( 1) = 2 + log2 (5x+3+ 1);

в) log4 (2∙4x(2( 1) = 2x ( 4;

г) log2 (4x + 4) = log2 2x + log2 (2x+1( 3).

Решите неравенства (525—528).

525. а) lg (2x ( 3) > lg (x + l);

б) log0,3 (2x ( 4) > log0,3 (x + l);

в) lg (3x ( 7) ≤ lg (x + l);

г) log0,5 (4x ( 7) < log0,5 (x + 2).

526. a) log0,5 x > log2 (3 ( 2x);

б) logπ (x + l) + logπ x < logπ 2;

в) lg x + lg (x ( l) < lg 6;

г) log2 (x2 ( x ( 12) < 3.

527. a) log22 x ( log2 x ≤ 6;     б) log 1(32 x ( 4 > 0;
в) lg2 x + 2lg x > 3;      г) log32 x ( 9 ≤ 0.
528. а) log2 sin  –x2 < (l;       б) |3 ( log2 x| < 2;
в) log 1(2 cos 2x > l;       г) |3 lg x ( 1| < 2. 

Решите системы уравнений (529—530). 

529. a)      log 1(3 (х + у) = 2,          б)      lg (х2 + у2) = 2,

                 log3 (x ( y) = 2;                    log48 x + log48 y = l;

         в)     log 1(3 х + log 1(3 y = 2,     г)       lg (х2 + у2) = 1 + lg 13,

                 log 1(3 х ( log 1(3 y = 4;               lg (х + у) = lg (х ( у) + lg 8. 

530. а)       3y∙9x = 81,                   б)      101+ lg (x+ y)= 50,

                  lg (х + у)2( lg x = 2 lg 3;       lg (х + у) + lg (х (у) = 2 ( lg 5;

        в)       3x∙2y = 576,                 г)      lg x ( lg y = lg 15 ( l,

                  log√(2 (y ( x) = 4;                  10lg (3x+2y) = 39.
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